1.3 Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki

Celem tego wyktadu jest przedstawienie sformutowania i dowodu Podstawo-
wego Twierdzenia Arytmetyki. Zaczniemy od przedstawienia pojecia funkcji
wymnazalnej.

Wiadomo, ze przedstawienia liczb 12 i 50 w postaci iloczynéw poteg liczb
pierwszych maja postac

12 =2%2.3! i 20 = 2% . 52,

Jezeli chcielibysmy ustali¢ ,,wspélny” zbior liczby pierwszych do zapisu po-
wyzszych przedstawien (np. na potrzeby liczenia najwiekszego wspdlnego
dzielnika i najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci), to mozemy dopisaé ,bra-
kujace” liczby pierwsze w potedze zerowej, a wiec otrzymujemy zapisy

12=22.3.59 i 20 =2!.3Y. 52,

Nie jest jednak mozliwe znalezienie takiego wspolnego zbioru dla wszystkich
liczb naturalnych. Nie mniej, mozemy obejs¢ ten problem, dopuszczajac nie-
skonczone iloczyny”, w ktérych prawie wszystkie (a wiec wszystkie poza
skoniczona ilodcia) czynniki sg réwne 1. Jest to uprawnione, gdyz 1 jest ele-
mentem neutralnym dla mnozenia, wiec w praktyce taki nieskonczony iloczyn
sprowadza sie do wymnozenia skonczenie wielu czynnikéw réznych od 1. To
prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja. Funkcje §: P — N, nazywamy wymnazalng, jesli 5(p) = 1 dla
prawie wszystkich p € P, tzn. zbior

{peP:pp) #1}
jest skonczony.
Mozna oczywiscie rozwaza¢ funkcje wymnazalne o innej dziedzinie i in-
nym (,wiekszym”) zbiorze wartosci, ale powyzsza definicja bedzie wystarcza-
jaca dla naszych zastosowan.

Jesli B: P — N, jest funkcja wymnazalna, to mozemy zdefiniowac iloczyn
[,ep B(p) jako (skoficzony) iloczyn réznych od 1 wartosci funkeji 3, tj.

15w = 1] 80

peP peP
B(p)#1

Na przyktad, gdy
2> gdyp=2,
Bp):=={3" gdyp=3,
P’ egdy p#2,3,



to

[180p) =223 =12

peP

Bedziemy rozwazaé funkcje wymnazalne 3 postaci 3(p) = p*®, dla pew-
nej funkcji a: P — N. Zauwazmy, ze w takiej sytuacji f(p) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy a(p) = 0. Poniewaz 0 jest elementem neutralnym dla dodawania,
wiec przez analogie mozemy moéwi¢ o sumowaniu wartosci takich funkeji i
otrzymujemy nastepujaca definicje.

Definicja. Funkcje a: P — N, nazywamy sumowalng, jesli a(p) = 0 dla
prawie wszystkich p € P, tzn. zbior

{peP:alp) #0}
jest skonczony.

Uzywajac powyzszych poje¢, mozemy powiedzie¢, ze jesli a: P — N jest
funkcja oraz funkcja B: P — N, dana jest wzorem B(p) := p*®, p € P, to
funkcja £ jest wymnazalna wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja « jest sumowal-
na.

Wykorzystujac powyzsze pojecia, Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki
mozna sformutowaé¢ nastepujaco.

Twierdzenie 1.32 (Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki). Jesli a jest do-
datnig liczbg catkowitq, to istnieje jednoznacznie wyznaczona funkcja sumo-
walna o: P — N taka, Ze

a4 = H poc(p).

peP

Powyzsze twierdzenie mozna inaczej sformutowaé nastepujaco: dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej a istnieje indeksowany liczbami pierwszymi cigg
(a(p))pep liczb naturalnych taki, ze prawie wszystkie liczby a(p), p € P, sa
réwne 0, oraz a jest iloczynem liczb postaci p*®), p € P (dodatkowo mozna
zatozy¢, ze bierzemy tylko te liczby pierwsze p, dla ktorych a(p) # 0).

Dowod powyzszego twierdzenia sktada si¢ z dwoch czesci: najpierw udo-
wodnimy istnienie stosownej funkcji a;, potem jest jednoznacznosc.

Dowdd Twierdzenie 1.32, Czesc I: Istnienie. Dowdd istnienia funkcji o jest
indukcyjny ze wzgledu na a.

Gdy a = 1, to teza jest oczywista, gdyz wystarczy wzia¢ funkcje a: P — N
tozsamosciowo réwna 0 (tj. a(p) = 0 dla wszystkich p € P) i wtedy

Hpo‘(p):Hpoznlzlza.

p€eP peP pEP



Gdy a > 1, to mamy dwie mozliwosci. Jesli a jest liczbg pierwsza, to
definiujemy funkcje a: P — N wzorem

1 gdyp=a,
a(p) =
0 gdyp # a,

i wtedy
Hpoz(p) :aa(a).Hpa(p) :al.Hpoza.H]_ =aq.
peP pFa p#a p#a

Jesli a > 1, ale a nie jest liczba pierwsza, to a jest liczba ztozona, a wiec
istnieja dodatnie liczby catkowite b i ¢ takie, ze a = b - c oraz b,c < a. Z
zalozenia indukcyjnego istniejg funkcje sumowalne 3,v: P — N takie, ze

h— Hpﬂ(p) i ¢ = Hpv(p)‘
peP peP

Jesli zdefiniujemy funkcje a: P — N wzorem o := [ + 7, tzn.

a(p) :== B(p) +(p),

to funkcja « jest sumowalna oraz

Hpa(p) — Hpﬁ(p)ﬂ(p) - Hpﬁ(p) . pr(p) =b-c=a,

p€EP peP pEP pEP

co na mocy zasady indukcji matematycznej konczy dowdd istnienia funkcji
a o zadanej wtasnosci. O]

W dowodzie jednoznacznosci kluczowsg role odegra nastepujace stwierdze-
nie.

Stwierdzenie 1.31. Niech ay, ..., a,, dlan € N, bedq liczbami catkowitymi.
Jesli liczba pierwsza p dzieli iloczyn ay - - - ay,, to istnieje indeks i € [1,n]
taki, ze p dzieli a;. W szczegolnosci, n > 0.

W dowodzie powyzszego stwierdzenia wykorzystamy nastepujacy wnio-
sek, ktory udowodnimy pozniej. Przypomnijmy, ze liczby catkowite m i n sa
wzglednie pierwsze, gdy ged(m,n) = 1.

Whniosek 1.23. Jesli a, b i ¢ sq liczbami catkowitymi takimi, Ze a dzieli b - c
oraz a 1 b sqg wzglednie pierwsze, to a dzieli c.



Dowdd Stwierdzenia 1.31. Pokazemy najpierw, ze n > 0. Istotnie, jeslin = 0,
to zgodnie z umowa
a---a, = 1.

Wtedy jednak p | 1, a wiec p = £1, sprzecznosé, gdyz p jest liczba pierwsza.

Udowodnimy teraz istnienie indeksu ¢ przez indukcje ze wzgledu na n.
Gdy n = 1, to zalozenie mowi, ze p | a1, a wiec teza jest oczywista (wystarczy
wzigé i = 1).

Zatézmy zatem, ze n > 1. Gdy p | a,, to ponownie teza jest oczywista,
gdyz zachodzi dla ¢ = n. Mozemy sie zatem skoncentrowaé¢ na przypadku,
gdy p nie dzieli a,. W tym przypadku, liczby p i a, sa wzglednie pierwsze,
wiec stosujac Wniosek 1.23 dlaa =p, b=a, ic=a;y---a,_1, otrzymujemy,
ze p dzieli a; - - - a,_1. Z zatozenia indukcyjnego wiemy, iz istnieje ¢ € [1,n—1]
takie, ze p | a;, co konezy dowdd. O]

Dowéd Wniosku 1.23. Poniewaz ged(a, b) = 1, wiec z Wniosku 1.20 z wykta-
du wiemy, ze istnieja liczby catkowite k i [ takie, ze

k-a+1l-b=1.
Mnozac powyzszg ré6wWnosé przez ¢, otrzymujemy

c=(k-¢)-a+1l-(b-c).

Oczywiscie iloczyn (k-c)-a jest podzielny przez a. Ponadto z zalozenia wiemy,
ze b - ¢ jest podzielne przez a, wiec réwniez [ - (b - ¢) jest podzielne przez a.
Zatem réwniez ¢, jako suma (k-c¢)-ail- (b-c), jest podzielne przez a. [

Dowod Twierdzenie 1.32, Czesé 1I: Jednoznacznosé. Przypusémy, ze mamy
funkcje sumowalne o, o’ : P — N takie, ze

Hpa(p) —q= Hpa’(p)'

p€EP pEP

Przez indukcje ze wzgledu na a pokazemy, ze o = o/, tzn. a(p) = o/(p) dla
kazdej liczby pierwszej p.
Jesli a = 1, to mamy rownosé

H pa(P) =1,

pEP

z ktoérej wynika, ze p*®) = 1, dla kazdego p € P, a wiec a(p) = 0, dla
kazdego p € P. Analogicznie pokazujemy, ze o/(p) = 0, dla kazdego p € P, co
oczywiscie implikuje, ze a(p) = o/(p) dla kazdego p € P.

4



Zalozmy teraz, ze a > 1. Wtedy

H pa(p) > 1,

peEP

wiec istnieje liczba pierwsza ¢ taka, ze ¢®@ > 1, a wiec a(q) > 0. Poniewaz

a = Hpa(p) = ¢ . Hpoc(P) =q-q*@-1. Hpoc(p),

pEP P#q P#q

wiec g dzieli liczbe a. Z drugiej strony, a = Hpepp"/(p), a wiec ¢q dzieli
Hpeppo"(p). Korzystajac ze Stwierdzenia 1.31 (dla p = ¢, n bedacego licz-
ba liczb pierwszych p takich, ze o/ (p) > 0, oraz

{a1,...,a,} = {p*P :pePid(p) > 0})

otrzymujemy, ze istnieje liczba pierwsza ¢’ taka, ze ¢ dzieli ¢ (). Korzystajac
ponownie ze Stwierdzenia 1.31 (dla p = ¢, n = &/(¢') oraz a1 = -+ = a,, =
q'), otrzymujemy, ze q dzieli ¢’ oraz o/(¢’) > 0. Poniewaz ¢ i ¢’ sa liczbami
pierwszymi, wiec warunek ¢ | ¢’ oznacza, ze ¢ = ¢/, a wiec o/(q) > 0.

Niech b = %. Wtedy

h— Hpﬁ(p) i h— Hpﬁ’(P)7

peP peP
gdzie
B(p) = alg) =1 elyp=9q¢, . B(p) = o(q)—1 gdyp=q,
a(p) gdy p # ¢, o (p) gdy p #q.

Z zalozenia indukcyjnego B(p) = f'(p) dla kazdej liczby pierwszej p. Wtedy

alq) = B(q) +1=75'(q) +1=0d(q).

Podobnie, gdy p # ¢, to

co konczy dowod. O



